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JOACHIM HEIERLI

Eine Sonnenuhr mit Stundenlinien
in Erdgestalt

Der Bau von Sonnenuhren ist eine uralte Disziplin
der Wissenschaft. Die bekanntesten Entdeckungen
wurden in der Antike und im Mittelalter gemacht,
aber auch moderne Forscher trugen ihren Teil
bei. Um 1956 baute Heinz Schilt, ein Schiiler von
Wolfgang Pauli, eine Unterwassersonnenuhr im
Badeweiher seines Gartens. Durch die Brechung
des Lichts an der Wasseroberfliche erschienen ihre
Stundenlinien gekriimmt. Schilts Befund fiihrt zu
der gestalterischen Moglichkeit, die Stundenlinien
der Sonnenuhr durch Auswahl der Brechzahl um-
zuformen. Dieser Ansatz wird in der vorliegenden
Arbeit weiterentwickelt und mit Thales Konzept
der gnomonischen Erdprojektion kombiniert, was
zu einem attraktiven Ergebnis fiihrt: Mittels Licht-
brechung kann eine Sonnenuhr gebaut werden,
deren Stundenlinien die Erde und ihre Ldngen-
grade bildlich darstellen. Zur Demonstration der
Idee wurde ein Prototyp erstellt.

Abb. links: Sonnenuhren in Erdgestalt fir Orte
zwischen Buenos Aires und Honolulu. Berechnet
fur eine Brechzahl von 1.5 (siehe Text).

Einleitung

Seit babylonischer Zeit sind Sonnenuhren ein
fester Bestandteil von Wissenschaft und Zi-
vilisation. Kaum ein anderes Messinstrument
hatte eine so lang andauernde und tiefgreifende
Wirkung auf das o6ffentliche Leben und auf die
personlichen Gewohnheiten der Leute. Die Son-
nenuhren der Antike und des frithen Mittelalters
zeigten noch Stunden ungleicher Linge, bis ein
findiger Kopf ersann, den Stundenwinkel der
Sonne als neues Zeitmafl zu verwenden. Wer
diese Idee hervorbrachte, ist unbekannt (Bilfin-
ger 1892; Drecker 1925; Turner 1989). Das neue
Zeitmaf3 war ein bedeutsamer Fortschritt in der
Zeitmesskunst und 16ste ein allgegenwirtiges
Problem der damaligen Zeit: die Synchronisa-
tion der driftenden mechanischen Uhren. Der
Stundenwinkel war ein weitaus besseres Zeitsi-
gnal als die zuvor verwendeten Mafle. Die Stun-
den des Jahres waren fortan von nahezu gleicher
Dauer, mit Schwankungen von weniger als 1.3s
pro Stunde, was ihnen die Bezeichnung horae
aequales bescherte. Weitere Vorteile waren, dass
der Stundenwinkel bei Sonnenschein tiberall be-
obachtet werden konnte und immer in Phase mit
dem Tageslicht blieb. Die wahre Ortszeit, wie der
Stundenwinkel der Sonne heute heif3t, blieb fur
mehrere Jahrhunderte der unbestrittene Zeit-
standard, bis sie im 19.Jahrhundert durch die
mittlere Ortszeit ersetzt wurde (Hennig 1976).
Wenige Jahrzehnte spéter wurden weit genauere
Zeitsignale in Form von Quarzuhren und Atom-
uhren entwickelt (Brouwer 1951; Bauch 2018;
Audoin u. a. 2001).

Die meisten heutigen Sonnenuhren verwen-
den eine gnomonische Projektion (Snyder 1987)
zur Anzeige der wahren Ortszeit. Auf solchen
Sonnenuhren werden die Stundenlinien durch
Geraden dargestellt. In diesem Beitrag werden
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auf diese Weise gebildete Sonnenuhren als >klas-
sische« Sonnenuhren bezeichnet. Thre Stunden-
linien werden aus der gnomonischen Projektion
der Stundenebenen des dquatorialen Bezugssys-
tems gebildet. Die Hauptrichtung dieses Bezugs-
systems ist die geografische Polachse der Erde.
Wann die klassischen Sonnenuhren erfunden
wurden, ist bis heute unklar. Im 15.Jahrhun-
dert verbreiteten sie sich rasch in ganz Europa
(Turner 1989, Philipp u. a. 1994). Sie waren leicht
abzulesen und ihre Stundenlinien waren ein-
fach zu konstruieren. Einige gingen gar soweit,
die klassische Sonnenuhr als die vollkommene,
endgiiltige Form der Sonnenuhr zu betrachten,
die keine weitere Entwicklung zulie8 (Rohr 1996,
S.15-16). Das rein geometrische Konzept der
gnomonischen Projektion, worauf die klassische
Sonnenuhr beruht, wurde bereits viel frither ent-
deckt, wahrscheinlich von Thales (580 v. Chr.).

Die wahre Ortszeit t ist definiert als der Stun-
denwinkel der Sonne 4 plus eine halbe Umdre-
hung (bzw. einen halben Tag). Das heifit, es ist
t = h +12 h (Meyer 2008; Waught 1973). Dies gilt
fir jeden Punkt auf der Erdoberfliche mit Aus-
nahme der geografischen Pole. Der Stunden-
winkel der Sonne ist der Winkel zwischen dem
Lingengrad der Sonne und dem Langengrad des
Beobachters, gemessen in Vierundzwanzigstel
der vollen Umdrehung. Das terrestrische Ge-
genstiick des Stundenwinkels ist die geographi-
sche Lange, gemessen in Bezug auf Greenwich.
Obwohl der Stundenwinkel und die geografi-
sche Linge dazu dienen, verschiedene Dinge
zu orten (die Position eines Himmelsobjekts
beim ersten, eines terrestrischen Objekts beim
zweiten), unterscheiden sie sich nur durch eine
additive Konstante, die durch die Differenz der
Linge des Beobachters zu Greenwich gegeben
ist (Bensky 2010).

Die Stundenlinien einer Sonnenuhr (Linien
gleichen Stundenwinkels) stellen demnach eine
Abbildung der Erde und ihrer Langengrade dar
(Linien gleicher geografischer Lange). Auf klas-
sischen Sonnenuhren ist dieser Zusammenhang
wenig ersichtlich, da die Abbildung gnomonisch
verzerrt ist: Kaum ein Betrachter der klassischen
Sonnenuhr erkennt die Langen- und Breiten-
gradlinien der Erde in der Zeichnung ihrer
Stunden- und Deklinationslinien (Abb.1). Eine

Herausforderung besteht demnach darin, eine
Sonnenuhr zu entwerfen, welche die Beziehung
zwischen Stundenlinien und Léngennetz auf
natiirliche Weise sichtbar macht. Eine geome-
trische Losung fiir dieses Problem ist seit der
Antike bekannt. Sie beruht darauf, die Auffang-
fliche des Schattens kugelformig auszugestalten,
entweder massiv (Schumacher 1978) oder hohl
(Fliick u.a. 2016; Feustel 2018). Die auf diese
Weise erhaltene Kugelsonnenuhr stellt ein (fast)
kongruentes Modell der Erde dar. Interessanter-
weise gibt es noch eine weitere Losung fiir die-

Abb. 1: Lineatur der klassischen Sonnenuhr in Stid-
ausrichtung, nach einer Originalzeichnung von Hans
Jakob Fési (Fasi 1697). Die obere Zeichnung zeigt
die Stundenlinien, die untere zeigt sowohl die Stun-
denlinien (Geraden) als auch die Deklinationslinien
(Kegelschnitte). Die Erdkugel ist in der Lineatur
nicht zu erkennen.
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ses Problem. Diese Losung wird im Folgenden
entwickelt und behalt die ebene Auffangfliche
der klassischen Sonnenuhr bei. Ausgangspunkt
ist eine Unterwassersonnenuhr, die um 1956 von
Heinz Schilt, einem Studenten von Wolfgang
Pauli an der ETH Ziirich, gebaut wurde. Der
Schattenwurf der Schiltschen Sonnenuhr wird
durch eine Stérung an der Wasseroberfldche
gebildet und am Boden des Badeweihers abge-
bildet, wo auch die Stundenlinien aufgebracht
sind (Schilt 1985). Im Gegensatz zu den gera-
den Stundenlinien der klassischen Sonnenuhr
erscheinen die Stundenlinien der Schiltschen
Sonnenuhr gebogen. Thre Gestalt wird durch die
Brechzahl des Wassers bestimmt.

Gestaltung der Stundenlinien mit dem Snel-
liusschen Gesetz

Wie die Schiltsche Sonnenuhr zeigt, bietet die
Lichtbrechung die Moglichkeit, die Stundenli-
nien der Sonnenuhr umzugestalten. Dazu ergin-
zen wir die Ubliche Definition der Sonnenuhr
»Eine Sonnenuhr besteht aus einem Gegenstand,
der einen Schatten auf eine skalierte Oberflache
wirft,« (Turner 1989; Rohr 1996, S. 44) mit dem

Zusatz »und einem lichtbrechenden Medium
dazwischen.« Die Lichtbrechung gibt dem Son-
nenuhrenbauer einen Freiheitsgrad in die Hand,
der ihm oder ihr ermdglicht, die Sonnenstrahlen
innerhalb der Moglichkeiten des Snelliusschen
Gesetzes umzulenken und damit die Stundenli-
nien zu verschieben. Das kann auf verschiedene
Arten genutzt werden: zum Beispiel, um das
Wunder von Ahas nachzubilden (Sadler 1995;
Holden 1995) oder, wie wir es hier vorhaben, um
Stundenlinien zu erschaffen, welche eindeutig
die Erde darstellen. In der Vergangenheit wur-
den verschiedentlich Sonnenuhren gebaut oder
vorgeschlagen welche das Snelliussche Gesetz
verwenden, aber kein Vorschlag zielt darauf
ab, dieses Naturgesetz zur Darstellung der Erde
zu verwenden. Die folgende Analyse basiert
auf einem Ergebnis der geometrischen Optik
(Abb. 2): das Ensemble aller Lichtstrahlen, die
sich in einer Ebene h fortpflanzen und bei O auf
eine planparallele Platte mit Brechzahl n einfal-
len, bildet einen elliptischen Kegel innerhalb der
Planplatte. Ein Beweis fiir die Behauptung ist in
Heierli 2019 aufgefiihrt. Der Beweis ist einfach
formuliert und kann als Unterrichtsiibung in

Abb. 2: Refraktion eines sich
in der Stundenebene h fort-
pflanzenden Lichtstrahls, der
am Fixpunkt O auf eine plan-
parallele transparente Platte
einfdllt. Die Linie S-O-T zeigt
einen beispielhaften Lichtweg.
Der Kegel markiert den geo-
metrischen Ort aller Licht-
wege durch O. Die Punkte A
und C entstehen bei streifen-
dem Lichteinfall entlang der
x-Achse (sieche Abbildung).
Punkt B entsteht bei steilster
Inzidenz eines Lichtstrahls

in h.
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den Fiachern Optik oder Astronomie verwendet
werden. Er enthilt auch die Gleichungen zur
Konstruktion der Stundenlinien.

Die Schnittmenge zwischen dem elliptischen
Kegel und der Basis der Planplatte bildet die
Stundenlinie fiir die Stunde h (d.h. ein Son-
nenstrahl, der durch O geht, schneidet diese
Stundenlinie zur wahren Ortszeit t = h + 12,

D. n= 1,33 (water)

ansonsten geht er an ihr vorbei ohne sie zu
schneiden). Werden die Kegel fiir die restli-
chen 23 vollen Stunden berechnet, erhélt man
die 24 Stundenlinien der Sonnenuhr. Rein
geometrisch ist der in Abb.2 gezeigte Aufbau
eine einfache Modifikation der gnomonischen
Projektion (Snyder 1989). Sie unterscheidet
sich dadurch, dass sich die Projektionslinien

E. n = 1.50 (float glass)
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bei O nicht gerade fortsetzen, sondern nach
dem Snelliusschen Gesetz gebrochen werden.
Wird die Brechzahl auf 1 eingestellt, erhilt man
die gewohnliche gnomonische Projektion als
Grenzfall. Die Stundenlinien sind dann bekann-
termaflen Geraden und erstrecken sich bis ins
Unendliche. Ist n > 1 wird die Abbildung end-
lich und jede Stundenlinie wird als Ellipsenbo-

A I

C. n=1.10 (unavailable)

H

W

L
Sl 1"

F. n-=>o (orthographic projection)

gen abgebildet. Die Schar dieser Ellipsenbogen
hat einen gemeinsamen Mittelpunkt. Die Linge
ihrer Hauptachsen hingt nur von der Brechzahl
n aber nicht von der Stunde h ab. Das heifit:
fir ein gegebenes Material sind alle Haupt-
achsen gleich lang (Heierli 2019). Abbildung 3
zeigt die Stundenlinien und die Linien gleicher
Deklination fiir eine Auswahl von Brechzahlen.
Um die Beziehung zwischen den Stundenlinien
und dem Lingennetz der Erde hervorzuheben,
wurden zusdtzlich zu den Stunden- und Dekli-
nationslinien auch die Kiistenlinien der Konti-
nente eingezeichnet. Thre Punkte ergeben sich
direkt aus der Umrechnung von Stundenlinien
zu Lingengrad und von Deklinationslinien zu
Breitengrad.

Diskussion

Wie bereits erwahnt, konvergieren die refraktier-
ten Stundenlinien gegen die Stundenlinien der
klassischen Sonnenuhr fiir # > 1. Dasselbe gilt fir
die Deklinationslinien (Abb.3). Die klassische
Sonnenuhr ist somit ein Grenzfall der in Abb.2
abgebildeten Anordnung. Fiir n > 1 werden die
Stundenlinien in einen umhiillenden Kreis ge-
zwungen. Sie stellen gut erkennbar ein mehr
oder minder verzerrtes Abbild der Erdkugel dar
(Abb. 3). Bei kleinem n ist der Globus noch stark

Abb. 3: Form der Stundenlinien (durch den Pol ver-
laufende schwarze Linien) und der Deklinationslinien
(um den Pol kreisende graue Linien) in Abhéngigkeit
der Brechzahl n. Die Weltkarten entsprechen den
Stundenlinien einer Sonnenuhr fiir Honolulu (H) mit
Blick nach stid-ost. Die réomische Ziffer XII kenn-
zeichnet die Mittagslinie, 12.00 wahre Ortszeit. Die
Elliptizitat der Stundenlinien ist deutlich zu erken-
nen. Ohne diese Schlisseleigenschaft wiirden die
Stundenlinien das Erscheinungsbild der Erde nicht
hervorbringen.
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verzerrt, doch nimmt die Verzerrung mit steigen-
dem n rasch ab. Bei n ~ 1.5 erscheint das Bild der
Weltkugel bereits vertraut. Im Grenzfall n > oo,
verschwindet die Verzerrung und das Abbild kon-
vergiert gegen eine orthografische Projektion der
Erde oder, in Bezug auf Sonnenuhren, gegen die
orthografische Projektion einer Kugelsonnenuhr.
Die Kugelsonnenuhr, oder genauer gesagt ihre
orthographische Projektion, stellt somit einen
weiteren Grenzfall der in Abb. 2 abgebildeten An-
ordnung dar. Das Snelliussche Gesetz verbindet
auf diese Weise zwei grundsitzlich verschiedene
Arten von Sonnenuhren: die klassische Sonnen-
uhr des Mittelalters und die Kugelsonnenuhr der
Antike. Gleichwohl verbindet das Gesetz auch
zwei Projektionsarten: die gnomonische Projek-
tion und die orthografische Projektion. Als Heinz
Schilt seine Unterwassersonnenuhr entwarf, hat
er wohl nicht erkannt, dass er damit das Abbild
der Erde auf dem Beckengrund hitte abbilden
konnen (oder falls er es doch erkannte, erwiahnte
er es nicht). In seiner Anordnung wire allerdings
das Abbild der Erde spiegelverkehrt erschienen.
Fiir n = 1,33, die Brechzahl von Wasser, wire die
Verzerrung der Erde zudem noch gut erkennbar
gewesen (Abb. 3D).

Bau eines Demonstrationsobjekts

Um die in diesem Beitrag verfolgte Idee zu ver-
anschaulichen, wurde ein Prototyp gebaut. Er
wurde entworfen, um auf dem Fensterbrett eines
sonnigen Fensters zu stehen. Der Korpus be-
steht aus einer dicken Platte Acrylglas. Im Un-
terschied zu Abb. 2 ist die Planplatte senkrecht
ausgerichtet. Sie hitte auch waagrecht oder be-
liebig ausgerichtet sein konnen. Die der Sonne
zugewandte Seite ist transluzent, mit Ausnahme
eines kleinen polierten Bereichs um O, der trans-
parent ist. Die gegeniiberliegende Seite ist als
Mattscheibe ausgebildet. Auf dieser Mattscheibe
sind die berechneten Stundenlinien angebracht.
Zusidtzlich zur Anzeige der wahren Ortszeit,
wurden auch die Stundenlinien fiir die heute
giiltige Zonenzeit hinzugefiigt (dies vermeidet
die Umrechnung der wahren Ortszeit in Zo-
nenzeit bei jeder Ablesung). Unter Verwendung
der Zeitgleichung lassen sich die Stundenlinien
der Zonenzeit direkt aus den Stundenlinien der
wahren Ortszeit konstruieren. Dabei ist es aber

Abb. 4: Stundenlinien der wahren Ortszeit
(gepunktete Linien) und der Zonenzeit (grau-
schwarze Schlaufen) fir Zirich mit Stdausrich-
tung. (a) klassisches Zifferblatt, das sich aus einer
Brechzahl von 1 ergibt. (b) Zifferblatt resultierend
aus einer Brechzahl von 1.5. Die schwarzen Halb-
schlaufen kennzeichnen die Zonenzeit zwischen
Wintersonnenwende und Sommersonnenwende,
die grauen Halbschlaufen die Zonenzeit zwischen
Sommersonnenwende und Wintersonnenwende.
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Abb. 5: Prototyp der vorgeschlagenen Sonnenuhr fir Zirich
(4737 N, 8.53 E) in Stidausrichtung. Die GroBe des Gerites
betragt 15cm X 15cm X 6 cm. Die Sonnenuhr zeigt sowohl die
wahre Ortszeit als auch die Mitteleuropdische Zeit (MEZ) an.
Die Zeit wird im Zentrum des Lichtflecks abgelesen, der durch
das Durchlassen der Sonnenstrahlen bei O gebildet wird. Im Bei-
spiel zeigt die Sonnenuhr den wahren Mittag an (12 Uhr wahre
Ortszeit, Stundenwinkel h = 0). Die Kistenlinien der Kontinente
sind in diesem Modell nicht dargestellt. Die Erde und ihre Position
im All ergibt sich allein schon aus der Form und Orientierung der
Stundenlinien.



188 JOACHIM HEIERLI — SCHAFFHAUSEN

notig, die orbitalen Parameter der Erde als kon-
stant anzunehmen, sodass diese Stundenlinien
nicht uneingeschrinkt giiltig sind. Die oktale
Form dieser Stundenlinien ist charakteristisch
fiir die derzeit giiltigen orbitalen Parameter der
Erdbewegung (Blatter 1994; Gangui u. a. 2018).

Abbildung 4 zeigt einen Vergleich der Stun-
denlinien einer klassischen Sonnenuhr (n = 1)
und jenen des oben beschriebenen Prototyps
(fir n = L5). Die gezeigte Lineatur entspricht
einem Standpunkt des Betrachters auf der Schat-
tenseite der Sonnenuhr. Von der besonnten Seite
aus erschiene das Bild spiegelverkehrt. Die Stun-
denlinien in der unteren Halfte sind funktionell,
d. h. sie zeigen bei Sonnenschein die Zeit an. Sie
entsprechen einer Position der Sonne iiber dem
mathematischen Horizont. Die Stundenlinien
in der oberen Hilfte entsprechen einer Position
der Sonne unter dem Horizont. Somit ist dieser
Teil der Stundenskala auf der Erde auer Funk-
tion, da das Direktlicht der Sonne abgeschirmt
ist. Trotzdem ist auch dieser Teil der Stundenli-
nien eingezeichnet, da die Stundenlinien dieser
Sonnenuhr nicht nur die Zeit anzeigen, sondern
auch die Erde portritieren. Damit stellt die Son-
nenuhr die himmelsmechanische Beziehung
zwischen Erde und Sonne praktisch selbster-
klarend dar. Sie erfiillt so dieselbe Funktion wie
ein Planetarium, ohne bewegliche Teile zu be-
notigen (mit Ausnahme der Bewegung der ast-
ronomischen Korper). Der Prototyp der neuen
Sonnenuhr ist in Abb.5 dargestellt. Fiir seine
Konstruktion wurde eine planparallele Platte mit
einem Brechungsindex von 1,49 verwendet. Die
Kiistenlinien der Kontinente werden auf diesem
Modell nicht angezeigt. Die Erde und ihre Posi-
tion im All wird in diesem Fall einzig durch die
Form und Ausrichtung der Stundenlinien ange-
zeigt. Bei genauer Ausrichtung zeigt der Prototyp
die vollen Stunden der wahren Ortszeit mit einer
Genauigkeit von ca. 1 min im zentralen Bereich.
Im Randbereich ist die Genauigkeit etwas gerin-
ger. Diese Werte entsprechen der Erwartung fiir
eine kleine Sonnenuhr.

Schlussfolgerungen

In diesem Beitrag wurde eine neuartige Sonnen-
uhr vorgestellt. Thre Originalitat liegt in der Aus-
bildung von elliptischen Stundenlinien, welche
die Erde und ihr Langennetz visuell darstellen.
Die Sonnenuhr veranschaulicht ein rdumlich
ausgerichtetes, zweidimensionales kosmisches
Miniaturmodell des Sonne-Erde-Systems. Die
zugrunde liegenden Berechnungen beruhen auf
einer einfachen Modifikation der gnomonischen
Projektion, bei der die Strahlen im Zentralpunkt
gemifl Snelliusschem Brechungsgesetz gebro-
chen werden. Die Lineatur der Stundenlinien
ist abhédngig von der Brechzahl n des Mediums
zwischen Schattenwerfer und Auffangfliche. Fir
n > 1 konvergieren die Stundenlinien gegen die
Stundenlinien der beliebtesten Sonnenuhr der
Neuzeit: die klassische Sonnenuhr. Fiir n > oo
konvergieren sie gegen ein Abbild der beliebtes-
ten Sonnenuhr der Antike: die Kugelsonnenuhr.
Zwischen diesen beiden Grenzfillen gibt es eine
Vielzahl von Moglichkeiten, eine Sonnenuhr fiir
verschiedene Brechzahlen zu konfigurieren. Je
grofler die Brechzahl, desto mehr gleichen die
Stundenlinien einer vertrauten orthografischen
Projektion der Erde. Je kleiner die Brechzahl,
desto mehr &hneln sie einer gnomonischen Pro-
jektion der Erde. Aufgrund ihrer attraktiven und
intuitiven Stundenlinien stellt die vorgestellte
Sonnenuhr ein wiirdiges neues Mitglied in der
altehrwiirdigen Familie der Sonnenuhren dar.

Dieser Beitrag ist eine gekiirzte Ubersetzung
eines im American Journal of Physics unter CC
BY Lizenz erscheinen Artikels (HEIERLI, J., A
sundial with hour lines portraying the Earth,
Am. J. Phys. 87 (12), 2019). Sein Inhalt ist unter
Achtung der CC BY Lizenz frei nutzbar.
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